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Cdlculo Proposicional

2. Semantica del Calculo Proposicional

La formalizacién de una proposicién del lenguaje natural en una férmula es solo el primer paso para
analizar un razonamiento; Nétese que cuando una proposicion se traduce al lenguaje simbdlico, lo que
queda es su “estructura légica”, que puede ser comun a varias proposiciones diferentes. Esto nos permite
analizar las formas de razonamiento, ya que un razonamiento tiene que ver con la estructura légica de
las proposiciones de la argumentacidn y no con su significado en el lenguaje natural. Hasta el momento
hemos considerado las férmulas como meras listas de simbolos, construidas a partir de un alfabeto
mediante ciertas reglas bien determinadas. Este aspecto del Calculo Proposicional es denominado aspecto
sintdctico.

Sin embargo hay otro aspecto a considerar, pensemos en las reglas para efectuar operaciones aritméticas
que nos ensefiaron en la escuela. Se aprende en forma mecédnica cémo representar cantidades, considerando
los niimeros escritos en el sistema decimal, cémo unir esos nimeros en una expresion, qué operadores
(+, -, *,/, etc.) debemos usar y como para representar la accién que nos interesa. Todo esto corresponde al
aspecto sintdctico de la matemdtica. Cuando se quiere resolver un problema, los nimeros son interpretados
como valores de mercaderias, longitudes, volimenes, alturas, etc. Es decir, a las listas de cifras de la
notacién decimal les atribuimos un significado concreto; lo mismo hacemos con los simbolos +, -, *, /
para obtener asi la solucién al problema planteado. Este es el aspecto semdntico de la matematica.

Del mismo modo, se deben interpretar las férmulas; esta interpretacién no tiene nada que ver con
lo que expresan las proposiciones a partir de las cuales se obtuvieron esas férmulas. Como se dijo
anteriormente, cuando estudiamos el comportamiento de las férmulas lo hacemos teniendo en cuenta
la estructura légica de la misma, olvidindonos de lo que cada proposicion pudo expresar en lenguaje
natural. Asi, cuando hablamos de interpretar una férmula, o darle “significado” nos referimos a analizar
las férmulas en relacién con su verdad o falsedad, ya que el significado de una férmula esta dado por su
valor de verdad. Este nuevo punto de vista corresponde al aspecto semdntico de célculo proposicional.

Entonces, se sabe que una proposicién simple puede tener uno de los dos valores de verdad verdadero
o falso. Sin importar la expresién que represente, estamos seguros que la proposicion tomard si o si uno
de esos dos valores; esto se fundamenta en el principio de bivalencia, segin el cual, todo enunciado
es verdadero o falso, pero nunca ambas cosas a la vez. Si consideramos la variable proposicional pg,
podemos expresar que esta puede tomar solo uno de dos valores de verdad, de la siguiente manera:

bo
=

L

Donde el simbolo T representando el valor “verdadero” y el simbolo L representando el valor “falso”.

Cdlculo Proposicional: Semdntica

3]

Universidad Nacional de San Luis N>



Légica para Computacién Ao 2024

El valor de verdad de una proposiciéon compuesta, en cambio, depende de los valores de verdad de
las proposiciones simples que la conforman, y de los conectivos proposicionales que participen en ella.

Comenzaremos entonces por interpretar los conectivos proposicionales para luego poder interpretar
las férmulas compuestas; vimos que el simbolo V representa a la disyuncién o al “o” del lenguaje
natural; el simbolo A representa a la conjuncién, o al “y”; el — representa al condicional, o el “si

. entonces...”; y por ultimo, el simbolo — representa la negacién o el “no” del lenguaje natural. El
significado de cada uno serd representado por una tabla en la que nuevamente, aparece el simbolo T
representando el valor verdadero y el simbolo L representando el valor falso.

Estos conectivos funcionan como los operadores en matemadticas, de acuerdo a los valores de verdad
de las proposiciones que cada conectivo relacione, serd el valor de verdad asignado a la proposicién
compuesta resultante. Este comportamiento de los conectivos proposicionales con respecto a los valores
de verdad es el habitual en matemdtica y se remonta por lo menos al siglo IV A.C. !. Entonces,
el comportamiento de los conectivos con respecto a los valores de verdad, se puede resumir en las
siguientes tablas:

AT L VIT|L — | T|L -

T|T|L TIT|T T|T|L T L

LlLfL L|T|L L|T|T LT
a) b) c) d)

En las mismas, la primer fila y la primer columna contienen los valores de verdad que puede
tomar cada proposicion, y en la interseccién de cada una se encuentra el valor de verdad que tomara
la proposicién compuesta en ese caso. Analizando cada una de las tablas, puede observarse que en
la tabla a), que representa el conectivo A (la conjuncién), aparece una sola vez el verdadero (T) en las
intersecciones fila-columna; es decir, para que una conjuncion sea verdadera ambas proposiciones deben
ser verdaderas, en otro caso sera falsa.

La tabla b) representa el conectivo V, la disyuncién, y muestra que la proposicién compuesta solo
serd falsa cuando ambas proposiciones lo sean: falso o falso ocasiona un falso. Esta tabla representa
lo que en castellano seria, dadas dos opciones A o B, elegimos “A o B o ambas”, es el llamado o
inclusivo. Coloquialmente, en castellano también se usa la disyuncion de otra manera que es “A o B
pero no ambas”, esta forma de usarla es el llamado o exclusivo y es representada por otra férmula (se
sugiere al lector encontrarla).

De la tabla d) resulta que el —, la negacidn, es el tinico conectivo que se aplica a una sola férmula y
su significado es cambiar el valor de verdad de la proposicion que éste precede: cuando la proposicién
que sigue a — es falsa, el valor de verdad de la nueva proposicion serd verdadero, y si la proposicion es
verdadera su negacion serd falsa.

La tabla c), del conectivo — el condicional, no parece tan intuitiva en algunos casos. Sélo es falso
cuando el antecedente es verdadero y el consecuente falso, lo cual intuitivamente no resulta problematico.
Si se analiza la proposicion “si Paula estudia, aprobard el examen” en este caso, si Paula estudia
se espera que apruebe, y cuando eso no sucede (estudia pero no aprueba), resulta natural pensar que
la proposicién analizada “mentia”, o sea era falsa. Pero la tabla nos dice que si el antecedente es
falso (Paula no estudia), sin importar el valor de verdad del consecuente, la proposicién compuesta es

!Cuando fue especificada por los filésofos griegos de la escuela estoica, en especial Crisipo

Cdlculo Proposicional: Semdntica

e

Universidad Nacional de San Luis >



Légica para Computacién Ao 2024

verdadera. Hay que recordar que un condicional no expresa un hecho actualmente existente del mundo,
sino que establece una condicion que, si se cumpliera pasaria tal o cual cosa. Esto no quita que si no
se cumple esa condicién, el consecuente pueda ser verdadero, ya que Paula puede aprobar sin haber
estudiado, pero seguird siendo verdad que si hubiera estudiado, aprobaria.

Formalmente, Indicaremos con B al conjunto {L, T}; si se define en B el orden total L < T,y
se consideran las operaciones binarias V, A, — y la operacion unaria —, segtin las tablas anteriores, se
mantienen las siguientes relaciones, cualesquiera que sean x,y € B:

xVy = méix{z,y} (1)
z Ay = min{x,y} (2)
r—y = max{—-z,y} 3)
xV-zr = T 4)
cNAN—-x = L 5

A continuacién se especifica como interpretar las férmulas definidas por el lenguaje; en el caso
particular de la 16gica proposicional, una interpretacion consiste en una funcion, llamada valuacion, que
le asigna a cada férmula un valor de verdad: verdadero o falso.

Definicion 1 Sean P y Q) férmulas arbitrarias, decimos que una valuacién booleana, o simplemente
valuacion, es cualquier funcion v : Form — B que satisfaga las siguientes condiciones:

(VD) o(

(V2) (P V Q) =v(P) Vu(Q)

(V3) v(P A Q) =v(P) Av(Q)
v(P = Q) =v(P) = v(Q)

—P) = —w(P)

(V4)

Notar que las valuaciones le asignan a cada férmula un valor de verdad, pero no de cualquier modo,
lo hacen respetando el significado de los conectivos proposicionales. De aqui resulta (y es un buen
ejercicio detenerse un instante a pensarlo) que fijada una valuacién a las variables proposicionales,
las listas de simbolos que llamamos férmulas pueden interpretarse como un conjunto de enunciados
(algunos verdaderos, algunos falsos) sujetos a las operaciones 16gicas usuales.

Una pregunta importante, directamente ligada a la expresividad del lenguaje formal que hemos
definido, es la de si habra “pocas” o “muchas” valuaciones.

Si nuestro lenguaje pretende representar combinaciones de conjuntos arbitrarios de proposiciones,
seria conveniente que hubiera “muchas” valuaciones: por 1o menos deberia haber una para cada asignacién
posible de valores de verdad a las variables proposicionales. Afortunadamente esto es lo que ocurre,
como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea f una funcion cualquiera del conjunto Var de variables proposicionales en B,
f : Var — B. Entonces existe una nica valuacion vy : Form —— B que extiende a f; es decir, tal
que v¢(pn) = f(pn) para toda variable proposicional py,.
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Demostracion: Definiremos la valuacion vy por induccion en el grado de complejidad de las formulas
(ver la Definicién 8 del apunte del Lenguaje del Cdlculo Proposicional). Si P es una férmula tal que
comp(P) = 0, no hay conectivos 16gicos en P, entonces por (i) del Corolario 1 (apunte del Lenguaje
del Cdlculo Proposicional), P es una variable proposicional, entonces existe un n tal que P = pj,.

Definimos v¢(P) = vf(pn) = f(pn)-

Sea ahora comp(P) = m > 1. Como hipétesis inductiva, supongamos que hemos definido vy para
toda férmula de grado de complejidad estrictamente menor que m.

Si P es una férmula tal que comp(P) = m, entonces por (ii) del Corolario 1 (apunte del Lenguaje
del Cdlculo Proposicional) se puede presentar uno y s6lo uno de los siguientes casos:

(1) Existe una dnica formula @ tal que P = = @
(2) Existe un tnico par de férmulas @, R tal que P = (Q V R)
(3) Existe un tnico par de férmulas @, R tal que P = (Q A R)

(4) Existe un tnico par de férmulas @), R tal que P = (QQ — R)

En el caso (1), comp(Q) = m —1 < m, y por la hipétesis inductiva, estd definida v¢(Q). Definimos
vf(P) = ~wp(Q).

En los casos (2), (3) y (4) se tiene que comp(Q) < comp(P) y comp(R) < comp(P), luego
por la hipétesis inductiva estdn univocamente definidos los valores v¢(Q) y v¢(R). En el caso (2),
definimos v¢(P) = v¢(Q) V vs(R); enel caso (3), serd vp(P) = vs(Q) N vs(R);y enel caso (4),
’Uf(P) = ’Uf(Q) — ’Uf(R).

De esta forma definimos univocamente el valor v¢(F) para toda férmula de grado de complejidad

Obtuvimos asi una funcién vy : Form —— By de la definicion resulta obviamente que esta funcion
vy es una valuacion y que v¢(p,) = f(pn) para toda la variable p;,.

Para terminar la demostracion, solo queda probar que la vy que acabamos de definir es la unica
valuacion que extiende a la funcion f.

Esto lo haremos por el absurdo: supongamos que hay otra valuacién que extiende a f, digamos w, y
consideremos el siguiente conjunto I en el cual estdn las férmulas P para las cuales el valor de verdad
de v¢(P) coincide con el valor de verdad de w(P).

I ={P € Form/vs(P) = w(P)}.

Como w también extiende a f, I contiene todas las variables proposicionales, y como vy y w son
ambas valuaciones, es facil ver que I es cerrado por los conectivos. Luego por el Teorema 1 (del apunte
del Lenguaje del Cdlculo Proposicional) resulta que todas las féormulas pertenecen [; es decir Form C
I, por lo tanto v¢(P) = w(P) para toda formula P € Form, c.q.d. [

Observacion 1: La construccion anterior nos permite obtener todas las posibles valuaciones. En efecto,
si consideramos que v : Form —— B es una valuacion cualquiera y llamamos f a la restriccion de v
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a Var (es decir, f : Var — B estd definida por f(p,) = v(p,) para todo n), por el teorema anterior
sabemos que existe una valuacion vy que extiende a f y resulta de la unicidad que v = vy.

El siguiente resultado nos serd ttil mas adelante:

Corolario 1 Fijemos n variables proposicionales distintas, que denotaremos x1,xa, . . ., T,. Para cada
n-upla @ = (ay,ag,...,a,) € B", existe una valuacion vg tal que vg(x1) = ai, va(z2) = aq, ...,

va(Tn) = an.

Demostracion Consideremos una funcién f : Var — B tal que f(z;) = a; parai = 1,...,n. Sea py
una variable cualquiera tal que pg € Var, se puede definir f del modo siguiente:

a; Sipk = X;

f(pk): L Sipk;¢{xlax2””’x"}

Por el Teorema 1 sabemos que existe una valuacién, vy que extiende a f y satisface que vy (z;) =
f(xi) = as, parai = 1,...,n, luego podemos tomar vg = vy, ¢.q.d. [ |

Este teorema nos asegura que con una funcién que asigne valores de verdad a s6lo un conjunto de
variables proposicionales, en particular al conjunto de variables que participan en la férmula que se esta
analizando, es suficiente para obtener la valuacién de dicha férmula.

Como ya se menciond, la nocién de valuacién nos permite determinar el valor de verdad de todas
las férmulas de nuestro lenguaje, y teniendo en cuenta esto se pueden diferenciar a las férmulas en las
siguientes tres clases:

Definicién 2 Diremos que una férmula P del cdlculo proposicional es una tautologia si v(P) = T
para toda valuacion v. Diremos que P es una contradiccion (o una falsedad) si v(P) = L para
toda valuacion v. Ademds diremos que P es una contingencia si P no es ni una tautologia ni una
contradiccion.

Las tautologias son aquellas férmulas que son verdaderas por la configuracién de sus simbolos,
independientemente de la valuacion que se considere; se corresponden con las “verdades l6gicas”. Son
proposiciones que son verdaderas independientemente de lo que pase en el mundo, por lo cual no dan
informacion sobre la realidad empirica.

Por ejemplo: (py V = po), es una tautologia. Supongamos que pg representara a la proposicién “el
banco es azul ”, en ese caso la férmula representa a la proposicién compuesta “el banco es azul o el
banco no es azul 7, es claro que esa proposicion serd siempre verdadera, sin importar el banco que se
considere, porque si el banco es azul es verdadera la proposicidon pg, y si el banco que se considera
no es azul, la proposicién verdadera es la — pg, por lo tanto, si consideramos la tabla del conectivo V,
vemos que la férmula completa serd verdadera cualquiera sea el banco que se considere. Es claro que,
aunque no se sepa qué proposicion representa pg, como una variable proposicional puede tomar uno de
dos valores de verdad, v(pp) puede ser T o L, y la negacion cambiard el valor que estatomea L o T en
cada caso, siempre alguna de las dos en (py V = pg) serd verdadera, por lo que la férmula completa lo
serd. Si se reemplazara pg por cualquier otra férmula P el resultado seria el mismo.
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Otro ejemplo, no tan obvio, es el siguiente. Sea P una férmula de la forma:
(((po Ap1) = p2) = ((po = p2) V (1 — p2)))

donde pg, p1, p2 denotan variables proposicionales cualesquiera. Si P no fuese una tautologia deberia
existir una valuacién v tal que v(P) = L. Como P es de la forma (Q) — R),con Q = ((po Ap1) — p2)
y R = ((po — p2) V (p1 — p2)) de acuerdo con la condicién (V4) de la definicién de valuacion, deberia
ser:

(@ v((poAp1) = p2)=Ty

(b) v((po = p2) V (p1 = p2)) = L

Para que se cumpla la igualdad (b) vemos, por la propiedad (V2), que ambas deben ser falsas, es
decir, v(po — p2) = Lyv(p1 — p2) = L yde aqui, usando otra vez la propiedad (V4), concluimos que
v(pp) = v(p1) = T,yque v(pe) = L. Peroentonces, en (a) v((poAp1) = p2) = (TAT)— L =_1,1o
que contradice lo que habfamos supuesto. Por lo tanto no hay una valuacién v que haga que v(P) = L,
o sea que para toda valuacién v(P) = T.

Del mismo modo, las contradicciones o falsedades son las férmulas que son falsas por su configuracién.
Por ejemplo: P = (py A —pp), sin importar la proposicién que represente py, es facil ver que si afirmo
que ambas se cumplen me estoy contradiciendo y por lo tanto esta afirmacion debe ser falsa. Por otro
lado, solo analizando Ia tabla de cémo se comporta el conectivo A se ve que la férmula P nunca serd
verdadera.

De todo esto, resulta claro notar que una férmula P es una contradiccién si 'y sélo si su negacion
- P es una tautologia.

En contraposicién con estos dos casos, el valor de verdad de las contingencias depende de la valuacion
que se considere. Este tipo de férmulas no son necesariamente verdaderas o necesariamente falsas, sino
que su verdad o falsedad es relativa, depende del significado de cada proposicién. Por ejemplo, si

P = ((p1 = —p2) = (p2 A p1))

para una valuacién v que considere a v(p1) y a v(p2) verdaderas, v(P) resultard verdadera; y para una
valuacion v que considere falsa a v(p;) y verdadera a v(p2 ), v(P) resultara falsa. Queda como ejercicio
verificar lo dicho.

Las contingencias se corresponden con los enunciados que realmente interesan en un contexto dado;
esto es, aquellos cuyo valor de verdad no esta determinado trivialmente.

En los ejemplos anteriores, para calcular v(P) usamos las propiedades (V1) — (V4) para poder
aplicar la valuacién v directamente a las variables proposicionales que figuran en P, obteniendo asi
elementos de B. Luego se consideran los simbolos de conectivos que representan operaciones entre
valores de B, los cuales tienen su correspondiente definicién en las tablas de descriptas anteriormente,
para finalmente obtener v(P). Formalizaremos este procedimiento en el préximo teorema.

Antes conviene introducir la siguiente notacién: Para toda férmula P, var(P) denotara el conjunto
de las variables proposicionales que figuran en P, con var(P) C Var.

Teorema 2 Supongamos que x1,x2, ..., Ty representan variables proposicionales distintas y que P es
una formula tal que var(P) C {x1,z2,...,x,}. Para toda valuacion v, el siguiente procedimiento nos
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permite calcular el valor v(P), conociendo los valores v(x1), ... ,v(xy,):

Sustituir en la expresion de P cada una de la variables x; por v(x;), y evaluar la expresion asi
obtenida en B, utilizando las tablas que interpretan los conectivos binarios y el conectivo unario,
seglin corresponda.

El resultado obtenido es v(P).

Demostracion: Por induccion en el grado de complejidad de P.

Si comp(P) = 0, entonces P debe ser una variable proposicional; esto es P = x; para algin
1<i<n,yv(P)=v(x;) € B.

Como hipétesis inductiva, supondremos que el procedimiento indicado: sustituir cada variable que
aparece en la férmula por su valuacién y operar con los conectivos que figuran en la misma, nos da el
valor v(S) para toda férmula S tal que var(S) C {z1,x2,..., 25}y comp(S) < m.

Sea la comp(P) = m > 0, por el Corolario 1 (del apunte del Lenguaje del Cdlculo Proposicional),
sabemos que se puede presentar uno y sélo uno de los siguientes casos:

(1) Existe una dnica formula @ tal que P = = Q)
(2) Existe un unico par de férmulas @, R tal que P = (Q V R)
(3) Existe un tnico par de formulas @, R tal que P = (Q A R)

(4) Existe un tnico par de férmulas @, R tal que P = (Q — R)

Observemos que en todos los casos se tiene que comp(Q) < comp(P) y que comp(R) < comp(P).
Ademis, en el caso (1), var(Q) = var(P), y en los casos (2), (3) y 4) var(Q) U var(R) = var(P).
Luego en todos los casos se tiene que var(Q) C {z1,x2,...,zn} yvar(R) C {z1,x2,...,2n}.

Sustituir cada una de las variables z; que figuren en P por el valor v(x;) significa hacer estas
sustituciones en ) y en R. Luego, por la hipétesis inductiva, al efectuar estas sustituciones obtenemos
los valores v(Q) y v(R).

Para completar la demostracién, basta observar que de las propiedades (V1) — (V4) que deben
cumplir las funciones de valuacidn, resulta que v(P) se obtiene de los valores v(Q) y v(R) considerando
los conectivos como las respectivas operaciones en B, c.q.d. ]

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema anterior:

Corolario 2 Sea P una férmula tal que var(P) C {x1,22,...,2,}. Si vy w son dos valuaciones tales
que v(x;) = w(x;) para 1 < i < n entonces v(P) = w(P).

Resulta de este corolario que dos valuaciones pueden asignar diferentes valores de verdad a una
féormula P solamente si asignan diferentes valores de verdad a alguna de las variables proposicionales
que intervienen en la escritura de P.

Cdlculo Proposicional: Semdntica

@

Universidad Nacional de San Luis



Légica para Computacién Ao 2024

Un tépico importante del cdlculo proposicional es el de encontrar métodos que permitan determinar,
de una manera sistematica y en una cantidad finita de pasos (de modo que puedan implementarse en una
computadora), si una férmula dada es o no es una tautologia. La importancia de este problema va mucho
mds alld de la 16gica, como se verd mds adelante.

En principio, el problema de determinar si una férmula dada es o no es una tautologia involucra
a todas las valuaciones, y éstas forman en si un conjunto infinito. Veremos, sin embargo, que se trata
de un problema esencialmente finito: para cada férmula P, basta estudiar sélo una cantidad finita, bien
determinada, de posibilidades.

Sea P una férmula y supongamos que sus variables proposicionales son x1,x2,...,Zy; esto es,
var(P) C {x1,z2,...,x,}. Por el Corolario 1, para cada n-upla @ = (ay,as,...,a,) € B™ hay una
valuacion vz tal que vg(z;) = a4, para 1 < i < n.

De acuerdo con el Teorema 2, vg(P) se calcula sustituyendo en P las variables z; por los valores
a; y efectuando las operaciones correspondientes a los conectivos.

Si listamos ahora todas las n-uplas @ € B", y a la derecha de cada una de ellas escribimos el valor
vg(P), obtenemos una tabla o matriz, de 2" filas y n + 1 columnas, formadas por elementos de B.

Por ejemplo, la Tabla 1 corresponde a P = ((pg V p7) — pg) con x1 = pg, T3 = p7 y T3 = Po.

)
5
=
[\&]
8
w
S
Q
)
N—

|| A= -
|| == -
Al A=A A

Tabla 1: Tabla de verdad de ((po V p7) — po).

La tabla que acabamos de describir se llama Tabla de verdad de la formula P,y nos permite conocer
el valor v(P) para cualquier valuacién v.

En efecto, sea v una valuacién cualquiera y consideremos la n-upla @ = (v(x1),v(z2),...,v(xy,)).
Supongamos que esta n-upla corresponde a los n primeros lugares de la fila 7-ésima. Por el Corolario 2,
se obtiene el valor de verdad de P para esa valuacion, v(P) = vg(P), y este valor es el que figura en la
tltima columna de dicha fila; esto es, en la interseccion de la fila i y la columna n + 1, el lugar (i, n+ 1)
de la tabla.

Tenemos entonces un primer método para determinar si una férmula P dada es o no es una tautologia:
escribimos su tabla de verdad y miramos la Gltima columna de la misma: P es una tautologia si y sélo si
en esta columna figura inicamente el simbolo T. Si en cambio, en esta tltima columna figura solamente
el simbolo L, se puede asegurar que P es una contradiccion o falsedad; y si en ella figuran tanto simbolos
T como simbolos L (ambos), estamos en presencia de una contingencia.
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Recordemos que los n primeros elementos de cada fila de la tabla de una férmula P tal que

var(P) = {x1,z9,...,x,} estdn en correspondencia con las funciones de {x1,x9,...,2,} en B.
Por lo tanto, dos filas distintas no pueden tener sus primeros n elementos iguales: si ay,...,an,An41 Y
bi,..., by, byt son dos filas distintas de la tabla de verdad de P, debe existir al menos un ¢ < n tal que

De esta observacion resulta que la tabla de la verdad de una férmula P en la que figuran n variables
proposicionales distintas puede considerarse como una funcién 7p : B® — B.

En efecto, para toda n-upla (a1, as,...,a,) € B™, en la tabla de verdad de P hay una tnica fila
cuyos primeros n elementos coinciden con los de esta n-upla, y si a1 es el elemento que figura en la
columna n + 1 de dicha fila, podemos definir sin ambigiiedad Tp (a1, asz,...,a,) = apy1.

Por ejemplo, si P = ((po V p7) — pg) de la tabla anterior resulta que Tp(L, T,1) = Ly
Tp(T,L,1)=L.

A cada férmula P del célculo proposicional tal que var(P) = {z1,x2,...,zy}, le podemos hacer
corresponder una funcién 7p de B™ en B. Esta funcion esta caracterizada por la siguiente propiedad:

(TV) Tp(v(xy),v(z2),...,v(zy)) = v(P)

Las funciones de B™ en B se llaman funciones booleanas de n variables.

Los resultados anteriores muestran que podemos asociar con cada férmula proposicional una funcién
booleana. Una pregunta que se plantea naturalmente es si vale la reciproca; es decir, si dada una funcién
booleana f : B™ — B, existe una férmula P tal que Tp = f.

La respuesta es afirmativa como lo muestra el siguiente teorema:

Teorema 3 Sea n un niimero natural tal que n > 1y sea f una funcion booleana de n variables.
Entonces dadas n variables proposicionales distintas x1,xs,...,T,, se puede encontrar una formula
P tal que var(P) C {x1,x9,..., 2, yTp = f.

Demostracion: Lo haremos por induccién en el nimero n de variables de la funcién f.

Si n = 1 entonces tenemos una sola variable x1, que puede tomar uno de dos valores posibles, y f
es una funcién de B — B. Pero hay exactamente cuatro funciones de B en B, que llamaremos g, h, j
y k, que estan dadas en la Tabla 2.

| 21 [ g(ar) | h(zy) | j(a1) | k(1) |
T T 1 1L T
1 1L T 1L T

Tabla 2: Funciones de B en B.

De esta tabla resulta inmediatamente que: g = Ty, h = Ty, § = Tz p—ay) > K = L2y v-ay)> CON
P =axq,-zq, (21 A —x1) y (21 V —21) en cada caso.

Por lo tanto hemos probado el teorema para el caso n = 1, es decir que para cada funcién f de una
variable, representada por su correspondiente tabla, se puede encontrar una férmula P tal que Tp = f.
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Como hipétesis inductiva, supongamos que dadas n variables proposicionales distintas, toda funcién
booleana de n variables es la tabla de verdad de una férmula en la que figuran esas variables proposicionales.

Sea f : B*"! —— B una funcién booleana de n + 1 variables, trataremos de obtener la férmula
P que se corresponde con esa tabla. Entonces, para cada n-upla (aj, as,...,a,) € B™ se definen dos
funciones cuya imagen coincide con la imagen de f para alguna de sus n + 1-uplas, de la siguiente
manera:

fO(alaa2a"')an) = f(alaa’2a"')an)J—) Y

fl(al,ag, . ,an) = f(al,ag, . ,an,T).

Dado que las dos funciones definidas, fo y fi, son de B® —— B, por la hipdtesis inductiva se
sabe que hay dos férmulas, digamos @) y R, tales que var(Q) = var(R) = {z1,%2,...,2n}, y €sas
funciones son la tabla de verdad de cada una de esas férmulas, es decir fo =Ty f1 = Tk.

Luego, se puede definir a P como

P = ((QA~@ns1) V (RA@ns1))

Es claro que P tiene una variable mas que @ y R, es decir var(P) = {x1,x2, ..., &y, Tpy1}. Vamos a
probar que Tp = f.

Para ello sea (a1, as, . .. ,a,11) € B,y sea v una valuacién tal que v(z;) = a; para
1 <1¢ < n+ 1. Por (TV) tenemos que:

Tp(a1,az, ... ant1) = v(P) = (v(Q) A ~v(Tpt1)) V (v(R) A v(Tnt1)) (6)
Si an+1 = L, entonces v(x, 1) = Ly se tiene que

v(P) =v(Q) =Tg(ar,az,...,a,) = folai,az,...,an) = f(ai,az,...,a,,1) @)

Siap+1 = T,entonces v(z,41) = T y se tiene que

U(P) = U(R) = TR(CLl,CLQ,. .. )an) = fl(a’laaQa cee )an) = f(al)aQa cee aa’n)—l—) (8)

Como los tnicos valores que puede tomar a1 son T y L, de las tres igualdades anteriores (6, 7, 8)
resulta que:
Tp(al, as, ... ,an+1) = f(al, Ao, ..., 0Qp, an+1)

Dado que el razonamiento anterior es vdlido para cualquiera que sea la (n+1)-upla
(a1,a2,...,ap41) € B»*1, hemos probado que Tp = f, c.q.d. [ |

El método inductivo utilizado en la demostracién del teorema anterior, nos da un procedimiento
efectivo para encontrar una férmula correspondiente a una funcién booleana. [lustraremos este procedimiento
con un ejemplo.

Sea f : B3 — B, la funcién dada por la Tabla 3:

Queremos encontrar una férmula P con tres variables proposicionales, digamos =,y y z tal que
f = Tp. Laidea (que es esencialmente la misma que usamos en la demostracién del teorema anterior),
es llegar a expresar a la funcién f como una combinacién de funciones de una variable.
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| a1 | az | as || flar,a2,a3) |
1| L] L 1
L] LT T
LT ] L L
LT ] T T
T L] L T
T L] T T
T T | L L
T T T T

Tabla 3: Funcidn booleana de tres variables.

Entonce comenzamos reescribiendo la funcién de tres variables f, en funcién de dos funciones de
dos variables, foy fi. Definimos fo(aq,a2) = f(a1,a2, L)y fi(ai,a2) = f(ai,az, T), se verifica
facilmente que:

flar,a2,a3) = (folar,a2) A —a3) V (fi(a1,a2) A as3) )

Si continuamos el procedimiento, definiendo las funciones de una variable foo, fo1, fi0 ¥ fi1-

foo(ar) = fo(a1, L)y foi(a1) = folar, T)
fio(a1) = fi(ar, L)y fur(ar) = fi(a1, T)
obtenemos que
folar,a2) = (foo(a1) A =az) V (for(a1) A az)

y que
fila1,a2) = (fio(ar) A —az) V (fi1(a1) A az)

Luego si reemplazamos fy y f1 en (9) tenemos que:

fla1,a2,a3) = (((foo(a1) A—az) V (for(ar) Aaz)) A—a3) V (((fio(ar) A—az) V (fi1(a1) Aaz)) Aas)

Ahora se debe inspeccionar la tabla que define a f para encontrar las férmulas que definan las
funciones de una sola variable. Para esto debemos considerar las filas de la tabla en la que interviene
esa variable. De esto resulta que foo = T, for = T(za-z) Y Que fio = fi11 = T(zy-a). Finalmente,
reemplazando cada funcién de una variable por la férmula que su tabla representa, tenemos:

f(al, as, a3) = (((a1 /\—\ag)\/((al /\—\al)/\ag))/\—\ag)\/((((al \/ﬂal)/\—'ag)\/((al \/—\al)/\ag))/\ag)

Podemos concluir entonces que, si v(z) = a1,v(y) = as y v(z) = as, f es la tabla de verdad de la
férmula P, con:

P=((((zA=g) v ((zA-z)Ay)) A=2) V(2 V-z) A-y) V(2 Voz) Ay)) A z)
La férmula P fue obtenida usando un procedimiento sistematico de reduccién del ndmero de variables.
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Pero observemos que f es también la tabla de verdad de la formula @ = ((z V 2) A (-y V 2)), y
también de la férmula R = ((z — y) — 2).

Esto muestra que puede suceder que férmulas distintas construidas con las mismas variables, pueden
tener la misma tabla de verdad. Intuitivamente, podriamos decir que estas féormulas expresan lo mismo.
Esta idea se formaliza en la siguiente definicién:

Definicion 3 Las formulas Py Q) se dicen equivalentes, y se escribe P = Q, si para toda valuacion v
se tiene que v(P) = v(Q).

Es facil verificar que = es una relacion de equivalencia en el conjunto de las formulas; es decir, que
se satisfacen las tres propiedades siguientes, donde P, () y R denotan férmulas arbitrarias:

Reflexiva: P = P
Simétrica: P = @ entonces Q = P

Transitiva: P=Qy () = Rentonces P = R

Es claro que las férmulas l6gicamente equivalentes generan la misma funcién de verdad, lo cual da
lugar al siguiente lema.

Lema 1 Sivar(P) = var(Q), entonces P = @ siy solo si tienen la misma tabla de verdad.

Demostracion: Supongamos que var(P) = var(Q) = {z1,z2,...,2,} y Tp = Tj, entonces para
toda valuacién v se tiene que

o(P) = Tp(v(@1), ..., v(@n)) = To(o(x1), .., v(zn)) = v(Q)
y por lo tanto, por definicién, P = Q.

Supongamos ahora que P = Q. Sea (a1, ag, ..., a,) € B™ y sea v una valuacion tal que v(z;) = a;
para 1 <7 < n. Entonces tendremos que

Q
3
~—
I
e
—
T
~—
I

Tp(ay,az,... v(Q) =Tg(ar,az,...,a,)

Como (a1, ag,...,a,) € B™ es arbitraria, esto significa que Tp = Tg, c.q.d. |

Observacién 2: La hipétesis que var(P) = var(Q) es esencial para la validez del Lema 1. En efecto,
consideremos las formulas P = (po V p1) y @ = (po V p2). Si v es una valuacion tal que v(py) =
v(p1) = L yv(pa) = T (esta valuacion existe por el Teorema 1), se tiene que v(P) = Ly v(Q) = T.
Luego P no es equivalente a (). Sin embargo, es facil verificar que Tp(a1,a2) = Tg(a1, az) para todo
par (al,ag) € B2.

Con un conjunto finito de variables proposicionales {x1,x2,...,z,} se pueden construir infinitas
férmulas. Por ejemplo, ya vimos que usando s6lo una variable z y sélo el conectivo — se pueden obtener
las férmulas:

Ty X, Ty, T T
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Pero ;cudntas de estas férmulas son esencialmente distintas; es decir, no equivalentes? Algunos
autores se refieren a este problema como el poder de expresion del cdlculo proposicional.

La respuesta se obtiene facilmente a partir del Lema 1: cada clase de equivalencia de férmulas
construidas a partir de las variables proposicionales (que suponemos distintas) z1, zs, . . . , T, estd deter-
minada por una tnica funcién booleana y como por el Teorema 3 cada una de tales funciones proviene
de una férmula construida a partir de x1, x2, .. ., x, variables, vemos que hay una biyeccién entre las
clases de equivalencias de las férmulas construidas a partir de las variables x1, x2, . . . , x,, y las funciones
booleanas de n variables.

De estas consideraciones resulta inmediatamente que:

Teorema 4 El niimero de clases de equivalencia de formulas que se pueden construir a partir de n
variables proposicionales distintas es 2%".

El siguiente criterio de equivalencia de férmulas es conceptualmente importante:

Teorema 5 Las formulas Py Q) son equivalentes si y sélo si (P — Q) y (Q — P) son ambas
tautologias.

Demostracion: El teorema es una consecuencia inmediata de la siguiente propiedad: Para toda valuacién
v, v(P) <v(Q) siysélosiv(P — Q) = T;que asu vez resulta de la igualdad (3) vista al comienzo y
de la tabla de la negacidn. |

Ejemplos: de algunas equivalencias utiles.

L ~(PAQ) = (-PV Q)

2 (P>Q)=(-PVQ)

3. ~(PVQ) = (-P A-Q)

4 (P QAQ—P)=(PeQ)
5. (PAQAR)=((PAQ)AR)

6. -—-P=P

7. (PV(QVR)=((PVQ)VR)

2.1. Formas Normales

Se ha visto que para toda formula se puede construir una tabla de verdad, esa tabla de verdad es una
representacion grafica de una funcion booleana cuyo nimero de argumentos es el nimero de variables
proposicionales distintas que aparecen en la férmula. Ademads con el Teorema 3 se demostré que dada
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una funcion booleana se puede obtener una féormula asociada a la misma y se defini6 un procedimiento
para hacerlo.

Ahora se mostrara otra manera de obtener una formula, asociada a una funcion de verdad dada, a
partir de su tablas de verdad. Para ello es importante saber que:

Proposicion 1 Toda funcion de verdad, es la funcion de verdad determinada por una férmula tal que
todas las conectivas que figuran en ella estdn entre —, Ny V.

Demostracion: Dada una funcidon de n argumentos. Se va a construir una férmula P a partir de las
variables proposicionales p1, pa, ..., Pn.

Observar que si la funcién de verdad toma el valor L para toda combinacion de valores de verdad,
entonces corresponde a cualquier contradiccidn, y la siguiente férmula se corresponde con esa funcién:

((p1 A =p1) Ap2 Aps A+ A pp)
notar ademads que en ella s6lo aparecen los conectivos A, V'y —.

Supongamos que la funcién de verdad toma el valor T por lo menos una vez. Este método se basa en
construir, para cada una de las 2" combinaciones de valores de verdad, una férmula que sea verdadera
para esa combinacion y falsa para todas las demds combinaciones. Por ejemplo, si n = 3, la férmula
(p1 A\ —p2 A\ —p3) es verdadera solamente para la combinacién T L | de valores de verdad para pi, po
y ps respectivamente, y (—p1 A —p2 A p3) es verdadera solamente para la combinacién L | T. Estas
férmulas especiales se llaman conjunciones bdsicas.

Dada una asignacion de valores de verdad a py, ps, ..., pn , S€ pone p; en la conjuncion, si a p; se le
asigna el valor de verdad verdadero, T,y se pone —p; en la conjuncion si a p; se le asigna L como su
valor de verdad, paral <17 < n.

Entonces para una asignacion de valores de verdad dada, todos los miembros de la conjuncién
tendran valores de verdad T,y asi la conjuncién completa recibe el valor verdadero. De andloga manera
para cualquier otra asignacién de valores de verdad, al menos uno de los miembros de la conjuncién
recibird el valor |, de modo que la conjuncidn total tomaré el valor L.

Para demostrar la Proposicién 1, consideraremos todas las combinaciones de n valores de verdad
(filas de la tabla de verdad) para las cuales nuestra funcién de verdad arroja el valor T. Se generan
las conjunciones bdésicas, tomando estas combinaciones como los valores de verdad de py,p2,...,pn
respectivamente. Definiendo finalmente P como la disjuncién de todas las conjunciones bésicas obtenidas
siguiendo el procedimiento explicado anteriormente. Esta P es la formula requerida.

Para convencernos de ello asignaremos valores de verdad a pi,ps,...,pn,. Si nuestra funcién de
verdad aplicada a esta combinacion arroja el valor T, entonces la correspondiente conjuncién bésica
estd en P y toma el valor T para la asignaciones de valores de verdad en cuestion, asi que P toma
asimismo el valor T.

Si nuestra funcién de verdad aplicada a esta combinacion arroja el valor L, entonces la correspondiente
conjuncion basica no estd incluida en P, y todas las demds conjunciones basicas incluidas en P toman
el valor L para la asignacién de valores de verdad en cuestion, con lo cual P también toma el valor L.
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Asi pues para cualquier asignacién de valores de verdad, el valor de verdad de P es el dado por la
funcién de verdad representada por la tabla. [ ]

Para entender mejor esta demostracién nos referiremos a un ejemplo.
Ejemplo:

Sea una funcién de verdad especificada a través de la siguiente tabla (se trata de una funcién de tres
argumentos):

Hl = A ] A
Hl A A= ] A
Hl = A | = A
Al A A

Las combinaciones de valores de verdad para las que la funcién arroja el valor T son : T T T,
T T Lyl 11 (filal,fila2y fila8), por lo tanto las conjunciones bdsicas correspondientes son:

(p1 A p2 A p3)
(p1 A p2 A —ps3)
(—p1 A —p2 A —p3)

La férmula construida siguiendo la demostracion es:

(p1 Ap2 Ap3) V (p1 Ap2 A=p3) V (=p1 A =p2 A —p3)

Esta férmula corresponde a la funcién de verdad dada y su tabla de verdad coincide con la tabla
dada. O

A las férmulas en las que sélo participan los conectivos A,V y — las llamaremos restringidas, por
no utilizar la totalidad de los conectivos del lenguaje.

Corolario 3 Toda formula que no sea contradiccion es logicamente equivalente a una formula restringida

v, ()

Siendo (;; una variable proposicional o la negacion de una variable proposicional. Esta forma se

de la forma:

llama forma normal disyuntiva.

Demostracion: Sabemos que dos férmulas con el mismo conjunto de variables proposicionales son
légicamente equivalentes si y sélo si corresponden a la misma funcién de verdad. Entonces, dada una
férmula P, obtenemos su tabla de verdad y la funcién de verdad que ésta define. Aplicamos entonces el
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método de la Proposicién 1 para obtener una férmula restringida () correspondiente a dicha funcion de
verdad, lo que asegura que sean P = (). [ ]

Observacion: Notar que en la notacion de la forma normal disyuntiva, n se corresponde con la
cantidad de variables de la funcién, y m es la cantidad de valuaciones (filas) que hacen a la férmula
verdadera.

Corolario 4 Toda formula que no sea tautologia es logicamente equivalente a una formula restringida

0 ()

siendo cada ();j una variable proposicional o la negacion de una variable proposicional. Esta forma se
llama forma normal conjuntiva.

de la forma:

Demostracion: Sea P una férmula que no es tautologia. Entonces =P no es contradiccién y por el
Corolario 3 sabemos que es 16gicamente equivalente a una férmula en forma normal disyuntiva:

v, ()

Luego P es l6gicamente equivalente a

(v, (21

y por las leyes de De Morgan, esto es l6gicamente equivalente a

2 (v

Finalmente una férmula equivalente a P, escrita en forma normal conjuntiva, se obtiene reemplazando
en esta formula cada expresion de la forma ——q por gq. [ ]

Ejemplo: Encontrar una forma normal conjuntiva, l6gicamente equivalente a:

P = ((—p1V p2) = p3)

Primeramente construimos una férmula escrita en forma normal disyuntiva 16gicamente equivalente
a— P:

=
J
3
[
~—

S
=

]

A A A
FEEEAAA A
H A4 A4 A4+ AH|<
A A A A
A A A AL
|
AR AR AR S

H A A A
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Las combinaciones que dan el valor T (columna del =) son T T 1, I T Ly L L 1. Por lo tanto,
una forma normal disyuntiva lI6gicamente equivalente es

Q = ((p1 Ap2 A=p3) V (mp1 Apa A =p3) V (—=p1 A —pa A —p3))

Asi pues, la formula dada @ es l6gicamente equivalente a la negacién de P; por lo tanto, por las
leyes de De Morgan, P es l6gicamente equivalente a

= Q = (=(p1 Ap2 A —p3) A=(=p1 Apa A —p3) A =(=p1 A —pa A —p3))

y también a

(—|p1 \/ —|p2 \/ —|—|p3) /\ (—|—|p1 \/ —|p2 \/ —|—|p3) /\ (—|—|p1 \/ —|—|p2 \/ —|—|p3))

y finalmente, reemplazando —— p; por p; a

(mp1 VP2 Vp3) A(prV—p2Vps) A(prVp2Vps))

que estd en forma normal conjuntiva. U

2.2. Conjunto Adecuado de Conectivos

Definicion 4 Un conjunto adecuado de conectivos es un conjunto tal que toda funcion de verdad puede
representarse por medio de una formula que contenga solamente conectivos del conjunto.

Una de las consecuencias de la discusién anterior es que {—, A, V} es un conjunto adecuado de
conectivos, ya que cualquier férmula puede ser escrita utilizando s6lo esos conectivos 16gicos, mediante
los procedimientos descriptos en los Corolarios 3 y 4.

Proposicion 2 Los pares {—, A}, {—, V}y {—, —} son conjuntos adecuados de conectivos.

Demostracion: Para demostrar esto se deberia mostrar que con cada par de conectivos que pertenecen
a cada conjunto se puede expresar cualquiera de los conectivos que no aparecen en él. Encontrar las
equivalencias queda como ejercicio. |

A partir de los cuatro conectivos hay tres formas de elegir el par adecuado, ningin otro par es
adecuado. Para aclarar esto se va a considerar primeramente un par de conectivos distintos de —, entonces
la pregunta obvia seria: ;puede expresarse una funcién de verdad que tome siempre el valor L mediante
una férmula que use solamente ese par de conectivos? La respuesta es forzosamente negativa ya que
dando a todas las variables que aparecen en la férmula el valor T, la férmula total tomaria necesariamente
el valor T. No hay modo de que la férmula, o una parte suya, tome el valor L bajo esta asignacién de
valores de verdad. Asi pues, ninguna férmula en la que sélo figuren las conectivas A, V' y — puede ser
una contradiccién. Por lo tanto, ningtin subconjunto de este conjunto de conectivos puede ser adecuado.
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